
书书书

第 20 卷 第 1 期
2015 年 2 月

哈 尔 滨 理 工 大 学 学 报
JOUＲNAL OF HAＲBIN UNIVEＲSITY OF SCIENCE AND TECHNOLOGY

Vol. 20 No. 1
Feb． 2015

Musielak-Orlicz空间中点的 LUＲWC性质

季丹丹
( 牡丹江师范学院 数学系，黑龙江 牡丹江 157011)

摘 要:研究了赋 Luxemburg范数的Musielak － Orlicz空间中的 LUＲWC性质，给出了Musielak-
Orlicz空间中点具有 LUＲWC性质的充要条件，推广了对于 Orlicz空间的 LUＲWC条件的研究．
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Abstract: In this paper，we discuss LUＲWC property of Musielak-Orlicz spaces with Luxemburg norm． The suf-
ficient and necessary conditions of LUＲWC points in Musielak-Orlicz spaces are given，and the result makes some
substantive progress for LUＲWC conditions in Orlicz spaces．
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1 预备知识

Orlicz空间和 Musielak － Orlicz 空间作为一类
Banach 空间，其是 Banach 空间理论的一个模型
库［1 － 2］．他们中的几何理论成果，尤其是凸性成果十
分丰富． 本文将讨论 Musielak-Orlicz 空间中点的又
一凸性———局部弱紧集方向一致凸性．
设 X是 Banach 空间． B ( X) ，S ( X) 分别表示 X

的单位球与单位球面． Ｒ 表示实数集． 1986 年，
SMITH引进局部弱紧集方向一致凸 ( LUＲWC ) 概
念［3］．设 X是 Banach 空间，点 x∈S ( X) 称为 LUＲ-

WC点是指: xn∈B( X) ，‖xn + x‖→2 和 xn→
w
y 蕴

涵 x = y．如果 S( X) 上每一点均为 LUＲWC 点，称为
X是 LUＲWC的．
定义 1［1，4］ 设 Ω 是 Ｒn 中的有界连通区域，

( Ω，Σ，μ) 是非原子的、完全的，且是 σ－有限的测度
空间．假设二元函数 M: Ω × Ｒ→［0，∞］满足如下
条件

i) 对于几乎所有的 t∈Ω，M( t，0 ) = 0． lim
n→∞

M( t，

u) = ∞且存在 u0 ＞ 0，使得 M( t，u0 ) ＜ ∞ ;
ii) 对于几乎所有的 t∈Ω，M( t，u) 关于 u 是凸

的，偶的，并且在原点连续，在延拓意义下左连续

( 即为 Orlicz函数) ;
iii) 对每个 u∈Ｒ，M( ·，u) 是 Ω上的实值可测

函数，

我们称这样的函数 M为 Musielak-Orlicz函数．
在此基础上，令 L0 = L0 ( Ω，Σ，μ) 为实值可测函

数空间．u ∈ L0，规定其模为 ρM ( u) = ∫
Ω
M( t，

u( t) ) dt，定义M在 L0上生成的Musielak-Orlicz空间
为

LM ( Ω) = { x∈L0 :λ ＞ 0，ρM ( λx) ＜ ∞ } ．



将 u∈LM ( Ω) 赋予 Luxemburg 范数‖u‖ = inf

λ ＞ 0: ρM
u( ){ }λ ，赋 Luxemburg 范数的 Musielak-Or-

licz空间简记为 LM，则 LM 成为 Banach空间［5］．
定义 e( t) = sup{ u≥0: M( t，u) = 0} ，B( t) = sup

{ u≥0: M( t，u) ＜ ∞ } ( 见文［2］) ．
在本文中令

e( t) = 0，B( t) = ∞，μ － a． e． t∈Ω
即对于几乎所有的 t∈Ω，u∈Ｒ，Musielak-Orlicz

函数满足: M ＞ 0 且 M ＜ ∞ ．
定义 2［6］ p ( t，u) 为 M ( t，·) 在 u 处的右导

数，N( t，v) = sup{ | v | u － M( t，u) : u ＞ 0} 为 M( t，u)
的余函数．且令

LN = { x∈L0 :λ ＞ 0，ρN ( λx) ＜ ∞ } ，EN = { x∈
L0 :λ ＞ 0，ρN ( λx) ＜ ∞ } ，sup{ v ＞ 0: 珘B( t) = N( t，v)
＜ ∞ } ［4］，珘B( t) 满足 μ{ t∈Ω: N( t，珘B( t) ) ＜ ∞ } = 0．
并且作如下定义( 见文［1］) :对于 t∈Ω和 v，如

果存在 ε∈( 0，v) 使得

M( t，v) = 1
2 M( t，v + ε) + 1

2 M( t，v － ε) ＜ ∞ ．

则称 v是 M关于 t的非严格凸点．特别地，e( t)
＞ 0 时，也称 0 是 M 关于 t 的非严格凸点． M 关于 t
的非严格凸点全体记为 Kt ． t∈ Ω，［a，b］称为
Musielak-Orlicz函数 M( t，u) 关于 t的构成仿射区间
SAI，是指 M( t，u) 在区间［a，b］上仿射，而对任何 ε
＞ 0，M ( t，u ) 在区间 ( a － ε，b + ε ) 上不仿射． 若
{ ［ai，bi］} i 是函数 M( t，u) 关于 t 的所有仿射区间，
则称

St = Ｒ \ ∪
i
( ai，bi[ ])

为函数 M( t，u) 关于 t 的严格凸点集．令{ a} =
{ a: a是 M( u) 仿射区间的左端点但非 p( u) 的连续
点} ，{ b} = { b ∶ b 是 M( u) 仿射区间的右端点但非
p( u) 的连续点} ［7］．
引理 1 ( Jensen’s 不等式) ［8］ 对于 Musielak-

Orlicz函数 M，x∈L0，对于几乎所有的 t∈Ω有

M t，1
μΩ∫Ωx( s) d( )s ≤ 1

μΩ∫ΩM( t，x( s) ) ds．

2 主要结果

定理 1 x∈S ( LM ) ，x 是 LUＲWC 点的充要条

件是

i) 存在 0 ＜ τ ＜ 1，∫
Ω
M t， x

1 －( )τ dt ＜ ∞ ．

ii) μ{ t∈Ω: | x( t) |St} = 0．
iii) μ{ t∈Ω: | x( t) |∈{ a} }·μ{ t∈Ω: | x( t) |∈

{ b} } = 0．
证明:不失一般性设 x( t) ≥0．
必要性． 如果 i ) 不真，则对任何 ε ＞ 0，有

ρM ( ( 1 + ε) x) = ∫
Ω
M( t，( 1 + ε) x( t) ) dt = ∞ ．取充

分大的 d ＞ 0，使 A = { t∈Ω: x( t) ≤ d} 具有正测度
且 x( t) | A ≠ 0，置

y( t) = － x( t) A + x( t) Ω \A，

则‖ y‖ = ‖ x‖ = 1，ρM
x + y( )2

= ∫
Ω
M( t，

x( t) Ω \A ) dt ＜ ρM ( x) ≤ 1，以及对任何 ε ＞ 0，有

ρM ( 1 + ε) x + y( )2
= ∫

Ω
M( t，( 1 + ε) x( t) Ω \A ) dt =

ρM ( ( 1 + ε) x) － ρM ( ( 1 + ε) x A ) ≥
ρM ( ( 1 + ε) x) － M( 1 + εd) μΩ = ∞，
这表明‖x + y‖ = 2，显然 x≠y，与点 x是 LUＲ-

WC矛盾．故 i) 成立．
因 LUＲWC点一定是端点，由文［1］定理 5. 10

的( iii) 得知 ii) 真．
如 iii) 不成立，则存在 M( t，u) 的仿射区间［a，

b］与［a1，b1］，使得 E = { t∈Ω: x( t) = a} ，F = { t∈
Ω: x( t) = b1 }均为正测度集． 取 E'E，F'F 满足
( M( t，b) － M ( t，a) ) μE' = ( M ( t，b1 ) － M ( t，a1 ) )

μF'．置
y( t) = x( t) Ω \ E'∪( )F' + b E' + a F'，

则

ρM ( y) = ∫
Ω \ E'∪( )F'

M( t，x( t) ) dt + ∫E'M( t，b) dt +
∫F'M( t，a1 ) dt = ∫

Ω \ E'∪( )F'
M( t，x( t) ) dt +

∫E'M( t，a) dt + ∫F'M( t，b1 ) dt =

∫
Ω
M( t，x( t) ) dt = ρM ( x) ．

由于 ρM
x

1 －( )τ ＜ ∞知 ρM ( x) = 1，故 ρM ( y) = 1，

从而‖y‖ = 1，同样地有

ρM
x + y( )2

= ∫
Ω \ E'∪( )F'

M( t，x( t) ) dt +

∫E'M t，a + b( )2
dt + ∫F'M t，

a1 + b1( )2
dt =

∫
Ω \ E'∪( )F'

M( t，x( t) ) dt + ∫E'
M( t，a) + M( t，b)

2 dt +

∫F'
M( t，a1) + M( t，b1)

2 dt = 1
2 ( ρM( x) + ρM( y) ) = 1，
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从而‖x + y‖ = 2，明显地 x ≠ y，与点 x 是
LUＲWC矛盾．故 iii) 成立．

充分性． 设 xn∈B ( LM ) ，‖xn + x‖→2，xn→
w
y．

为证明 x = y，只须证 xn→
EN

x［1］，又根据文［9］定理

14. 6，这 里 只 须 证 xn →
μ

x． 令 Ω0 =
t∈Ω: x( t) ∈St \ { a}∪{ b( ){ }} ，Ωa = { t∈Ω: x( t) ∈
{ a} } ，Ωb = { t∈Ω: x( t) ∈{ b} } ．由条件( 2) ，( 3) ，存
在下面两种情况: Ω = Ω0∪Ωa 或 Ω = Ω0∪Ωb ． 我们
只讨论后一种情况，另一情况完全类似． 类似文

［10］定理 1 的充分性证明，可平行得到 xn→
μ
x 在 Ω0

上成立．故只须证明 xn→
μ
x在 Ωb 上成立，即对任何 ε

＞ 0，要证
μ{ t∈Ωb : x( t) + ε≤xn ( t) 或 xn ( t) ≤0}→0 ( 1)

μ{ t∈Ωb : 0 ＜ xn ( t) ≤x( t) － ε}→0 ( 2)
为了证明式( 1) ，( 2) ，首先证明对任何 1≥λ ＞

0，有
ρM ( λxn + ( 1 － λ) x) →0( n→∞ ) ( 3)

由‖x‖ = 1，‖xn‖≤1 与‖x + xn‖→2，容易

推出
λ
2 xn + 1 － λ( )2 x →1，从而对任何 ε ＞ 0，当 n

充分大时 ( 1 + ε) λ
2 xn + 1 － λ( )2( )x ＞ 1，从而由

引理 1

1≤ρM ( 1 + ε) λ
2 xn + 1 － λ( )2( )( )x =

ρM
1 + ε
2 ［λxn + ( 1 － λ) x］+ 1 － ε

2
1 + ε
1 － ε( )x ≤

1 + ε
2 ρM ( λxn + ( 1 － λ) x) + 1 － ε

2 ρM
1 + ε
1 － ε( )x

由条件 i) ，令 ε→0 得到

1≤ 1
2 liminf

n→∞
ρM ( λxn + ( 1 － λ) x) + 1

2 ρM ( x) =

1
2 liminf

n→∞
ρM ( λxn + ( 1 － λ) x) + 1

2
从而liminf

n→∞
ρM ( λxn + ( 1 － λ) x) ≥1，又显然，ρM

( λxn + ( 1 － λ) x) ≤1，故式( 3) 成立．
其次证明

lim
μe→0

sup
n
∫ ΩM( t，xn ( t) e ) dt = 0． ( 4)

如式( 4 ) 不成立，则有 ε0 ＞ 0 和 enΩ，μen↓0
满足 ρM ( xn ( t) en ) ≥ε0 ( n = 1，2，3，…) ．

由 xn→
w
y可知{ xn}

∞
n = 1是弱紧集，更是 LN －弱紧

集，由 Amndo的熟知结果［11］有 lim
μe→0

sup
n
mρM

xn( )m
= 0．

从而可取 m充分大满足 mρM
xn( )m ≤

ε0

2 ( n = 1，2，3，

…) 及 mτ ＜ m － 1 + τ，则有 ρM
xn

m e( )n
≤ρM

xn( )m ≤

1
2mε0≤

1
2mρM ( xn en ) ( n = 1，2，3，…) ．于是由式( 3)

和条件 )i 有

1 ← ρM τ
m － 1 + τ

xn + m － 1
m － 1 + τ( )x =

∫
Ω
M t，τm － 1 + τ

xn
+ m － 1
m － 1 + τ( )x Ω \ e( )n

+

∫
Ω
M t， τm

m － 1 + τ
xn
m + ( m － 1) ( 1 － τ)

m － 1 + τ
x

1 －( )τ e( )n ≤

τ
m － 1 + τ∫ΩM( t，xn( t) Ω\en) +

m － 1
m － 1 + τρM

( x Ω\en) +

∫
Ω
M t，

xn( t)
m e( )n

dt + ( m － 1) ( 1 － τ)
m － 1 + τ ρM

x
1 － τ e( )n

≤

τ
m － 1 + τρM

( XN Ω\en) +
m － 1
m － 1τM
( x Ω\en) +

mτ
m － 1 + τ

1
2m∫ΩM( t，xn( t) en) dt + ρM

x
1 － τ e( )n

≤

τ
m － 1 + τρM

( xn) －
τ

2( m － 1 + τ) ρM
( x Ω\en) +

m － 1
m － 1 + τρM

( x) + o( μen) ≤
τ

m － 1 + τρM
( xn) +

m － 1
m － 1 + τρM

( x) －
τε0

2( m － 1 + τ)
+ o( μen)

令 n→∞得到 1≤1 －
τε0

2( m －1 + τ)
，这是矛盾，故式

( 4)真．
以下证明式( 1)成立．如不然，存在 M( t，u)某仿射

区间右端点 b(一定不是另一仿射区间左端点) ，及 σ ＞
0满足

μ{ t∈Ωb : x( t) = b，xn( t) ≥b + ε或 xn ( t) ≤0}≥σ
( n =1，2，…)
记 Ad = { t ∈ Ω: | xn( t) |≥ d} ，根据 1 ≥

ρM( xn( t) ) ≥∫AdM( t，xn( t) ) dt≥∫AdM( t，d) dt，可
取 d充分大，使得 μAd ＜

σ
2 ( n =1，2，3，…) ．从而有

μAnμ{ t∈Ωb : xn( t)≥b + ε或 xn( t)≤0，

|xn( t) |≤d}≥σ
2 ( n =1，2，…) ．

因为M( t，u)在［b，d］和［0，b］上非线性，所以存在
δ，0 ＜ δ ＜1，当 t∈An 时

M t，
xn( t) + x( t)( )2 ≤( 1 － δ)

M( t，xn( t) ) +M( t，x( t) )
2
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从而得到矛盾．

0←
∫
Ω
M( t，xn( t) ) dt + ∫

Ω
M( t，x( t) ) dt

2 －

∫
Ω
M t，

x( t) + xn( t)( )2
dt =

∫
Ω

M( t，xn( t) ) + M( t，x( t) )
2[ －

M t，
x( t) + xn( t)( ) ]2

dt≥

∫An
M( t，xn ( t) ) + M( t，x( t) )

2[ －

M t，
x( t) + xn ( t)( ) ]2

dt≥

∫Anδ
M( t，xn ( t) ) + M( t，x( t) )

2 dt≥

δ
2 ∫ΩM( t，b) dt σ2
从而式( 1) 成立．

因为 xn→
μ
x( t∈Ω0 ) 和( 1) 、( 4) 容易推出

lim
n→∞∫Ω0∪ Ωb∩D( )n

M( t，xn ( t) ) dt =

lim
n→∞∫Ω0∪ Ωb∩D( )n

M( t，x( t) ) dt ( 5)

其中 Dn = { t∈Ω: xn ( t) ≥x( t) 或 xn ( t) ≤0} ．
现证明式( 2) ，如果式( 2) 不成立，则有 M( t，u)

某仿射区间的右端点 b，使
μEn = { t∈Ωb : x( t) = b，0 ＜ xn ( t) ≤x( t) － ε}≥σ ＞ 0．
当 0 ＜ xn ( t) ≤x( t) － ε = b － ε时，M( t，xn ( t) ) ≤

M( t，b) － ε'( ε' ＞ 0) ．
记 Fn = { t∈Ωb : 0 ＜ xn ( t) ＜ x( t) } ，则有

∫Fn

M( t，xn ( t) ) dt = ∫Fn \En

M( t，xn ( t) ) dt +

∫En

M( t，xn ( t) ) dt≤∫Fn

M( t，x( t) ) dt － ε'σ

结合式( 5) ，得到矛盾．

1 = lim
n→∞∫ΩM( t，xn ( t) ) dt≤ ∫

Ω
M( t，x( t) ) dt －

ε'σ = 1 － ε'σ．

从而式( 2) 成立，结合式( 1) 、( 2 ) 及 xn→
μ
x( t∈

Ω0 ) ，得到 xn→
μ
x在 Ω上成立．

后记 Orlicz 空间几何性质十分丰富，例如文
［12］所介绍的性质，同样可以在 Musielak-Orlicz 空
间考虑．
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